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5. i- 

Institvti Ratio. 

r 

V^ontinentur hoc libello Anacyseos Combinatoriae *) quacfliones fres ex plurimis 
aliis, quae forma aeque univerfali, ut hic apparent, nusquam, quod equidem iidaiu, per- 
traclatae reperiuntur, et quarum invtfligaiidatum cccafiouim praebuit mutua relatio exponen- 
tiuin et ccejjicienthim in aequatione: 

[1 — ( ax + bx 2 . .)] * [1 — (ax+ bx 3 . .)]* . . . [1— (Xv+ SSx 3 . .)] f =i — (**+ bx 3 + cx 3 , . . + N.v". .) 

Propter Methodi Combinatvriae in quacflionum ardyricarum . folutione hic adhibitae ipfarum- 
que quacflionum indolem vifum e(l mihi, non abs re ciTe, propofitiones aliquot nondum 
fatis notas praeparationis loco praemittere, quibus formulae dignitatum Poli/numii diver/ae 
et quaedam de Combinator iit involutionibus hoc in libello obviis, continentur, ut deinde $. XXVII 
fcqq. remotis omnibus impedimentis, rei pofCt fuinma alfcrri ejusque ufus exemplis nonnul- 
lis illuflrari. 

Si quid ego effecerim, combinator!» involutionibus ad Analj feos theoremata fummi mo- 
menti translatis, eam ob rem (ludium, quo me J-sc iplinis Mathefeos tradendis dicavi, cuique ut 
probetur ab illis non alieno, jam in votis habeo: Peritis vero fatisfacere non, nifi in poflcruin, 
conabor. 

§• W. 

•) Theoriam artis combinatoriae ejusque ad Analyfin applicationem, HiienexnuRO nrs, KtrCele - 
berrimus, in opere, quod inreribitur: NoviSyJlematis Permntathnum, Combinationum ac ['ar talio- 
num primae lineae (I.ipfiae 1781-), primui ita propofuit, ut in ea, velutiin fundamento, calculus ni- 
tatur omnis. Multa etiam continent ad rem combir.storiam et Analyfin pertinentia, propofitis 
fimul plurimis et exemplis et tabulis combinatoriis, ipfius: Infinitinomii Dignitatum Hifloria, 

Lep/sae Formulae. . . (Gottingae 1779.'). Quibus vero meditationibus peculiaribus, qua via 
quibusque artificiis ad memorabit^ illud inventum perduftua fuerit, docuit nuper, omnia fimul 
eminierana feripta eo pertinentia: Archio dtrreinen und angewandten Mathematik, (Leipzig 

bev Schafer 1794.") Heft II. pag. 343. - k 

A 
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§. 1 L 

Definitiones. 


i) Ars combinatoria res datas ex ordine notat five lireris o, b , c, d, e, f, g, h. .... 5 
five numeris t, 2, 3,4, 5, fi, 7, 8 j Signa lingula Elementorum, coiltclu vero 

C a, b, e, d, t, f . . . A Indicit nomen Labent. 

I» a. 3. 4. 5- 6 • • • •/ 

2) Elementorum conjunclione* Singulae, vel uti abe) ddd 5 attbd ; five 123; 444; 15324; 
Complexiones vocantur, et quidem rite ordinatae , in quibus (fi a finifira ad dextram 
legas) elementum poficrius nullum antepofitum efi priori, e. g. aab ; ahc) abed) 112; 
123; 12345 Itaque aba\ cab) abfee; aaacb ; 121; 312; 126555 111325 non luut rite 
ordinatae. 

3) Complexiones dividuntur 

in Biniones, quales funt na; ab) bc) 115 125 23; 

• Terniones, * • aaa\ abe) ebd 5 1115 1235 324; 

• Quaterniones • • abbe ; arfr/ ; 1223; 14565 

0 0 0 9 9 9 0 0 0 


• m tionet • » cbcd....m; 1234. ...m; 

prout binis, ternis, quaternis, m Elementis confiant. Ad hujus appellationis 

analogiam fingula elementa ipfa dicuntur V niontt v. c. a) b) C) 1; 25 35 

4) Cum relpicitur ad aliquam conjungendi legem, Iccundumquam ipfae complexiones pro- 
ducuntur. 


colletfiio Vnionun vccatur prima CloJJis 

• Biuionutn • fecunda • 

• Ternionum * tertia * 


0 . 9 » ■ * 

• «itionum * ttita • 


5) Claris rite ordinata dicitur, cujus complexiones omnes ad infiar numerorum crescen- 
tium procedunt. 

S*.. c. Compl xion.t (%>%> (»J 2S*&‘ 1$ ») 

aut aliter dispofitae, ut numeri crescentes, progrediuntur. 

6) Discerptiones numeri n cae vocantur complexiones numericac, in quibus elementorum 
cujusque complexionis futnma *) aequat numerum n, 

7) C«m- 


*) In complexione Jumma elementorum cum ipforum numero confundendus non eflullla ab ipforum 
elementorum numericorum magnitudine , bic a muititudice pendet, et in eadem ciafle con- 

ftanter 
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7) Combinationts fummae propo/tae « eae dicuntur complexiones uumcricae 
rite ordinatae (Dcf. 2), quae fimul discerptione» 
fuut numeri n (Def. 6); quo pertinent v. c. fum- 
mae 5 combinatioues a latere collocatae et per 
claiTes (Def. 4.) dispofitae. 

8) Permutari datae combinationis elementa dicuntur, ubi omnibus, quibus poffunt, mo- 
dis fedibus transponuntur fuis, et prodeuntes permutando conjuucfione* ipbte Permuta- 
tionet datat cumbinationis vocantur. 

§. IIL 

Problema. 

Data Cbmbinatione Summae u ($. II. Def. 7.) reperirt proxime fequenttm ClaJJtr rite 
ordinatae (§. 11 . Def 5 ) et indicit ( 1, 3, 3, 4 .,..) (§. Def. 1). 

Combinatio data fit v. c. 112445; ubi » = 17 et index (t, 3 , 3, 4, 5, 6 • .) 

. S O L V T I O. 

I. In data Combinatione quaeratur, a dextra ad finifiram eundo, numerus primus, qui dua- 
bus /altem unitatibus differat a numero extremo ad dextram et inventus ( hic a) unitate 
augeatur. Si talis numerus non reperitur, combinatio data ipfa cfi cladis fuae ultima, 
veluti 233333. 

II. Numerus fecundum I. aucluf (jam 3) in omnibus ad dextram fedibus (quae adfunt) collo- 
cetur, excepta tamen extrema. 

(II. Numeri ad finifiram (fi qui adfunt) maneant immutati. 

IV. In fede ad dextram extrema ponatur complementum fummae 1». (h. L complemen- 
tum cfl 6) 

Vnde 

(Linter idem eff. Sic in complexione J3T58 numerus elementorum efl 5, propter quinque Ele- 
menta Ii 3» 1 * 5 > 8 « Klemtntorutn vero Jhmma eft ir 3 +i + 5 + 8 — 18 - Io complexione 25412 
numerus t lumectorum iterum eft 5, Cumina autem 14. 


5 _ 

U 

ai 

113 

121 

TiTT 

mu 
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Viulc fit: 


ex 

Se eundum I. 

> I. II. 

e I.II.UL 

• UI.lii.1V. 


i 12445 
. . 3 . . . 
•• 3 33- 
• 1 33 3 . 

I 13336 


ex «13336 

Secundum 1. .... 4 . 

» I. II. .... 4 . 

I.II.m. «1 334- 

t UUII.IV. 1 13343 


ex H 3 345 

Secundum 1. , . . 4 . . 

« 1.11. . . . 44 . 

s I.ll.lll. • 1 3 4 4 4 

s 1.11. UI.1V. 113444 


DeNOKS T1ATIO. 


Paret, illis regulis Discerptionem reperiri. Discerptio vero rite ordinata efi, quod nu- 
merum auctum f.-quuntur numeri nulli ipfo minores (reg. III. et IV.). Combinationciu denique 
prodire datae proximam, intelligitur eo , quod ultimam 1'edein tenet numerus maximus eonnn, 
quos, ubi regulae L fatislacium ei), poni licuillct. 


§. IV. 

Problema. 

Comhiuationum fummae propojitae n dnJTtm quamlibet, v-c- mtam (1 •bim<n') eonjlrttert , 
dato Judice (t, 2, 3, 4 ). 

S O L U T IO. 


1) Scribantur (m — 1) unitates, alia juxta aliam, et vltimo loco complemcntiun ad 
Summam « ; i. e. ( n — m + i). 


. 2) Ex prima hac combinatione per regulas $. 111 . deducatur fecunda, ex fecunda tertia 

atque ita quaelibet porterior ex proxime priori, donec iAac regulae amplius adhiberi 
nequeant, atque omnes Combinatioues cxpreilae erunt. 

Exemplum. Si » = 10, m — 5, producitur 


fecundum 1) prima combinatio 

} 2) fucceilive reliquae omnes 


t 


>11$ 
1125 
••»34 
11224 
•■331 
12x23 
12 2 XX*). 


§. V. 


•) De numerorum diacerptionibus egerunt HrNnENuURGrus, Vir Celeberrimas, (Jnfmit. Di- 
gnitatum Di fi. Ltg. ac Form. p. 73. feqq. et p. 129. feqq. et Progr. quo Terminorum ab*infi.ii- 
tinomii dignitatibus Cocfjicirntes M ol v p a e anos /equi ordinent hxicographicum o/linditur Lip- 
fiae J795.) et ToErrERus, Vir ClariiTimus, (jCombinMori/che An^ytxk. et;. p. OS ) 
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§. v. 

Explicatio. 


Coinbinationum lumnue propofitac n eia fles ($. II. Def. 7.) cx ordine per litcras inafo- 

res Latinas A, B, C r D, et numerum n, liquentem in inodum, notantur: Sit v. c. fumina 

propofita n = § , notabitur 


prima clnjjit combiuationum fummae S i. e. g Signo 8 AT 


fecunda • 

0 

0 

0 

0 

r.7i 
1 35 f 

u+J 

. «B 






fj!fl 


tertia • 

0 

0 

■0 

9 

a 

. 8C 






1 2 -4 1 
IJ33J 


quarta • 

• 

0 

0 


‘nisi 
1124 1 

"33 <■ 
'223 | 
2222J 

. «D 

.4 

quinta • 

0 

0 

0 

•f, 

"'41 
"23 > 
1222 J 

W 

00 

• 

fexta . 

0 

0 

9 

Lui 122 J 

. «F 

feptima • 

0 

0 

S 

/ mura 

. «G 

c ttnra • 

9 

0 

0 

* xiiiiru 

, «H. 


Index eft 


Numerus n (hic 8)> qui bterae majori h : c iungitur a laeva, dicitur Exponens fummae 
(der SummenexpouentJ. Litcrae cum numeris Si^na Clajjiitm conflituunt. 

S hoUmt T. Index flgivs combiuatoriis femper adjiciendus, quod, illo omiflo, combi- 
natoria ligna ipla iutcliigi nequeunt. 

Scholion II. Signa ”M et " 'M diligenter 'distinguenda funt. Illud enim clajjtm 

..n) 

combinationum fummae n duodecimam , quia M duodecima cfl litera alphabeti A, B, C, D, , . 
hoc vero, in quo uK alterius tfi alphabeti, miam generaiitrr ciajfem exprimit. 


$. VI. 


Digitized by Google 



6 


§. vr. 



D E F I 

N I T 1 O. 

Cumbinntioner fnmtuae propujitae n ex elementis literalibus eae vocantur Complexiones, quae e* 
uumcricis ejusdem fummae, lecundum problema IV. produclis, oriuntur, fi loco numcioium 
(t, 2 . 3» 4 • • • •) literae his rtfpondentes ponantur, hoc modo: 

6 = 6 A / = 6 A g = 6 A 

= 6 B 
33J 

Id j. = ‘R 
tcJ 

bf) 

ce j. =: 6 B 
ddi 

]\t\ = 6 C 
aaaj 

aad 1 

abe j» = 6 C 
bbbj 

bbe] 

bed \ =2 6 C 
«f j 

= *D 

1122 J 

7l= °D 

Mbit j 

lbbd\ _ 6D 
bbccj~ 

11112 = 6 E 
iniit = 6 F 

0. a. 3.4. 5,6) 

anaab — 6 E 
aaaaaa z= 6 F 

(a.b, c,d,e y J' 
\ ».», 3. 4 , 5,6' 

bbbbc = «E 
bbbbbb = 6 F 
\ (b,c,d,e.f,g\ 

’ 5.6/ 


ubi indices inferius hic appofiti ostendunt, ad quos numeros literae pertinent. Hinc intclligitur, 
quid futurum effit , fi indices fuifient 

(c,d,e,f,g,h\ veJ r d,e,f,g,h,i\ 

Vt, 3,3. 4 , S.bs vi, », 3. 4. 5. 6' 

§. VII. 

Explicatio. 

Praefixae fignis claffium C§.V.) homonymae literae Germanicae minores, veluti 

«"Aj b'B; c"C; t>"D; *"E; m"JC 

(b, c, d, /, /, g 'N 

\I, i, i. «, i, / 

indicant, fingults Complexionibus literalibus praeponendum tfie Numtrv.m permutationum *), 
quo fciiicet docetur, quoties complexionis elemeuta luis transponi queant ledibus ( Def. 80 - Sic, 
pofito n = 8, ell : 

t'D = 

•) Numerus permutatiorum complexionis b c d e f g h .... 'ubi elementa numero m 

funt omnia diverfa, ell m. m — i. m — 2 3. 2. 1. Quod fi autem inter haec aliqua 

funt eadem numero fi et alia numero r et alia numero i etc. fit numerua permutationum 
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t s D 

(b,c,d, 

\l. J. J. 4 > ». • J 




4 bhtf 

iMc$ 
bbbdd 
t ibccd 
l nccc J 


r sUUfl 

ct t ? E = i *o bbbcd !> 

( l\ c,dt...\ [lobbcccj 


§. VIII. 

Theorema. 

Si y = bx -j- c x J 4" rfx* -f- ex* -f- potentiae iutegrae pofitivae hujus feriei, 

lignis §.Vl\. explicatis expreflae , ex ordine funt: 

y’ =3 o'A* -f" o , Ajc* -f- «'A* 4 -f- A 4 Aoe 4 -j- 0’Axc' -f- a ‘A* 4 4 *# "Ax’ -{-••• 

y' = fBx* -f 6 'Bjc* -f b 4 B*‘ -f b'Bx’ -f- b*Bx* + -f 6"By -f b* +, Bx 

f = c’Cx*+ c*Cx* -f c'Cx' -f c s C*‘ -f +c n C*’+c' f, C*"+'4-c' f, C*" + *+... 

0 0 0 0*0 * 0 0 0 

y - = m m $(x m + m"***#!***' -f- +V; . . + nfJfbf. 4* *. . . 

rb. c, d, t, /, g \ 

N. i, a, 3, 4. S, 6 .... .J 


f . LIV. 8. 


Termini hic fimul apparent generales dignitatum y’, y'. y*, .... y 1 *. 

Hujus Theorematii dcmonflratio extat in Jnfinit. Dign, §. XXIIi. Cf. Nov.’ SyJi. 


§. IX. 

Problema. 


Dignitatis y m §. VIII. terminum conflrucre quemlibet independenter v. c. pofito m = 4 , 
dignitatis y* terminum leptiiuum. 

• ' Solu- 


— v : . . - \ | jjj- Hinc numerat permOtationum combinationis bcdtfg eft 

*■ j. * i- >■« = 7:0 complexionis autem b*c l d — (Cf. Hindicnburgii 

finil. Dign. §.X1IL p.32. Nov. S//I. Ptrm. p. 24. KAESTNERI, VIRI SVMMI, Anal. rndt. 
Ur:ijscn ed. 1794. §. 34.) Kimc numerum (combinatnrium fci liret origine), in compl«xionio>ia 
formnlnrum polynomii occurrentem, corjiarntem potynomialtm dixit Hindrn buroic* {Nov. 
SjJI. p. IX.) ad analogiam Coeliicientis binomialia, quocum etiam laepilTime conjungitur. 
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S O L V T I O. 


Ex termino nto m" +n ' "J^ x feriei y* (§. VIII. ) (equitur, polito »=7 et rn — 4, 

Ct::?:::) 

dignitatis y' terminos fcptimus b Itaque, ut producatur terminus quaefitus, 

'•i, a, j..V 


I. Discerptionum numeri 10. 
c! illis coudruatur quarta 
fecundum §. IV. 


II. Numerorum loco ponan- 
tur literae re Ipondentec 
(§. VI.) fecundum Indi- 
cem (b.cMJyg..') 
V',a.3.4.S.6-- / 


III. Complexionibus literali- 
bus praefigantur numeri 
permutationum* ( Cf. §. 
VII. *) et fingulis pote- 
Aas x'° jungatur. 


MI 7 



bbbh 


nbbbh 

x - 

1126 



■bbcg 


12 bbcg 


>J3S 



bbdf 


ubbdf 


1144 



bbee 


bbbe e 


1115 



bccf 


ixbccf 


1134 



bede 


i+bed e 


>333 



bddd 


4 bddd 


2:24 



ccct 


t,ecei 


2133 



ccdd 


C ccdd 


Eodem modo terminus 

quilibet potefiatis y* in 

fchematc fequenti reperitur: 


(4) 

(5) 

(6) ( 7 ) 

rs) 

(O 

Fit fecundum I. 

1111 

sua 

1113 IM4 

IUS 

m$ 




1112 1123 

1124 

n*J 




1222 

M33 

>'J 4 





1223 

1224 






2122 

l»33 






1123 

fecundum II. 

bbbb 

bbbe 

bbbd bbbe 

bbbf 

tbbbg 




bbee bbcd 

bbee 

bbcf 




beet 

bbdd 

bbde 





bccd 

bete 



• 


cccc 

bedd 






cccd 


Sccun- 
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{ecundumlll. y , = 'bbbb x 4 -}- 4 ubbcx'-^- 4bbbd\x*-\- *bbbt\x 7 -f- 4 W6/!.x*-j- «Mi 


6M Cf 


« *bbca 

4bccc 


libbe A 

ttbbcj 

bbbdd 

itbbd/ 

**bcca 

libe e r 

I cccc 

ii bedd 


4C cid 


v ’+- 


Seholion. Terminos qtiaeiitos integros dignitatis y 4 feorlim li. 1. Icriplimu.s idque fe- 
cimus majoris perlpicuitatrs gratia, led non opus eft hac dillindlione, quia llatim potili terminus 
quilibet per complexiones in II. exhiberi, addendo numeros permutationum complexionibus Un- 
gulis a laeva, variabilis autem x potcllatem rcfpondentem a dextra. Exercitatus paululum poterit 
etiam, praetereundo I. illico (eri here complexiones literales in II. et inde conlicere terminum quae. 
Jitum (III.) , qua re totum negotium ct contrahitur et fublevatur. 

' $. X. 

Explicatio. 

Coejfiaentts binomiale:, cujuslibet exponentis y, fequentem in modum notantur: 

'2( exprimit JL 

’•£ e ’ <* *> . . _ 

*■ » Schulinn T. Liquet m nullum hic nili integram politi* 

’£ * * V ' i* ~ vum lignificare polle numerum. Coefliciens biuomia- 

, ».(» »).(» ixfr.D li, generalir , hoc loco mtus, litera alterius alphabeti 

notatur, quo cognoscatur, eum eile generalem. 


0 

'ttt 


0 
' 0 
0 


* t 

r. (»•!)- 

V. 1-1 * 


Scholio» II. Jam ligna quoque fequentia ex lignis §. X et VII. compoilta facile 
inteliigentur v. c. 

(b, 

quod jubet, conllrui tertiam Claflcm combinattonum fuinmae 8 ex elementis (!>, r, d, e. . .), qtiaccfl 

f^l 


= i 


S C 

( b , c, d,e,..\ 
a. 3. 4> •*/ 

Jcin numerum permutationum cuivis complexioni praeponi, Ai 

B 


bcf\ 

bde j 

cn*J 


c*C 


vj 

Digitized by Coogle 
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c s C = 

’ 3*=gl 
bbcf 
bbde 

b,e,d,e...>, 
3. 4...y 

3 e* e 

. 3‘d 2 . 


complexionum denique fummam multiplicari per 'productum 6 Q = ; quo producitur : 

M -4 
. >•». 3 


§. XI. 


6 (Ec*C 
/b,c y d,e...\ 
'<.»»3.4 ••‘J 


r + * bi g 

+ 6 bcf 
( + bbdi 
I + iC 3 l 

l + 3 cd\ 


Theorema. 


Sit fla” * -{" cz/” % * da/** 1 *. . . . = p. 

Erit p , =oV H 4-'^fl’Aa ,rt *-|-’2Ifl7«’A|3 , '*+ ,, -|- , I(fl’'4»A|a ? '* t, *.. .-|-’X a” a "A 


4-'jSfl”b’B 4-Wb’P> 

--'Sa M CC 


+ ’<£ 


b "B 

c "C 


.*w«* 


(b, c, d, e , /, 
' *» *» 3. 4. 5» 


3 


+W l 1 n\*r 

m 

-fTl a' "n"JV 


ubi / 4 , i et ¥ numeri quicunque po/itivi, negativi, integri, fracti ejfe pojfunt. 

v 

Demonstratio. 

Adhibitis (ignis coefficientium binomialiun» (§. X), fit binomium 
( fl -|-y)' = a» -f 'Ha' 'y' 4- '©a' 'y' 4- '©»’ 'y' 4* '©a' y 4* ..... . 

Jam, fi ponitur 

y = bx 4~ C. x 1 4“ dx' -f- ex* 4“ f* % + •..••• 
facta fubfiitutione potcatiarum hujus leriei , $. VIII. exhibitarum, fcquitur : 

(a+bx 
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It 


(a-f /«+f.V+rfx«4-. .)'=a'+’X a" y' 1 
4-’93 n’ 'y' 

+ v e «' * y' 

+’ttv m r 

+’nV-y" 


■M-T( «’•[«'/ 

4-'S«'" [b’R 

-f y £a'* [c’C 


fl’4- m a” [ a *A* + o’A.v’+a'AA 1 4-. . .+ a"A*"4- . .] 
‘By4-t^.W4-...-f f'Bx" + ...] 
: i Cx 4 -... 4 -c r Cjf" 4 -...] 


+ . . 4- n rJK*r . . .] 

n>,r,d,e.f,..\ 

4-rro'-[n"^4-...] 


terminisque fecundum potentias quantitatis x digcAis: 

(fl 4.^4- fJC > +</*> 4. = 


«’4-'»a r ‘«■Aa’ 4- *2fa'"*a , Aj.x* 4- T(a"o*A 
4-Wb’Bl --WM 

--’€n’ , c , C 


t , d , e, y** • -\ 
>•1. ». 3. 4. 5..-. 4 


v'4- 4- a "A 

- - '93 o r ‘ 1 b "B 

c"C 


4-4rja VjB m"J»f 


!*■+. . ' 


+w- n"<jv| 


vnde formula prodit Theorematis, pofito utrinque .v = s 1 , additoque factore 2’** . (Hinden- 
burgius Nov. Syjl. p. LIV. 7 .) 

Scholion. Formulae dignitatum Injinitinomii, lfiret $. VIH. propofitae, vocantur combi- 
natoriae , quod fignis utuntur combinatoriis. Pluribus terminis formula theorematis exhibetur 
in tabula adjecta. 

§. XII. 

Problema. 

Dignitatis p’ (§.XI.) confiruere terminum quemlibet independenter, r. c. undecimum. 


Solutio. 
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Solutio. 


le 
19 
II 
37 
46 
55 
118 
127 
> 3 « 
>45 
226 
235 
244 
331 
1117 
1126 
I' 3 S 
- 1144 
1225 
1234 
1333 
2224 
2233 
11116 
1II25 

II 134 

11224 

11233 

12223 

22222 

IIIII5 

IIII 24 
I I I I 33 
111223 
112222 
1111114 
Illi 113 
1111222 
11111113 

11111122 

111111112 

1 III 1 U 1 II 




I 

J 


} — r 5 n’'*C'*C 




+'#«’-[ 1/] 
f 2 t’k 
ici 

+ W -i sdbj, =W& ,a B 

1 7 /\ 

r 3 i,b n 

1 bbch 
6 bdt’ 
bbcf 
iccg 
6 cdf 
3 c et 
iddt\ 

Abbbh 
\ nbbcg 
12 bbdf 
<>bb e e 

\'*bccf\ , =:’Da , '' 4 i) , °D 
1 24 bc de 
4 bddd 
4 ccct 
bccdd 

[ 5 M*g\ 

I 20 bbbcf 

'( 20 Ubi e , 

; 3 obbcdd 
lobe c cd 
icccee 
f obbbbbf] 

I Sobbbhce j 

+' 3 a r< Jisbhbbdd). — 
te.ibb: cd I 
ibbcc ccj 
f 7 bbbbbbl} 

+ ”® a , r \**bbbbbcd} =*©a , V°G 
I 35 bbbbc c rj 

1 > e. * . f tbbbbbbbd\ , - 

+ ^ = W-H 

— * 7*1^* 9 [ <>bbbhhbbbc ] =r’^fl v I 
-j- [ 1 bbbbbbbbbb ] "f"K 


— a , *Ajs ,, ‘ + "* 1) Numerus termini quaefiti (h. 1 . 

11) nnitate minuatur, discerptio- 
num ju; numeri rc fidei claf- 
fes ex ordine omnes conflruail- 
lur ($. IV.) 


2) I.oco numerorum fubftituantur 
($. VI.) iiterae rclpoudentes, fe- 
cundum indicem 

~ ^ d-, Cifig,hi ii ii l 9 , . A 

\'il. 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . «.i».'». 


3) Complexionibus fingulis praefi- 
gantur numeri permutationum 
litcrarum (§. VII.) 


4) r Jtn’ 'praeponatur prima* clafll 
’iQa' - • fecundae • 

'li <1 ’ 1 . tertia * • 

4 • quarta* . 


(' iJe $. X. Scholiou II) 


5) Complexionibus omnibus adda- ' 

tur factor communis 


Demonstratio. 

Haec terminorum confiructio 
per partes congruit cum termino 
generali formulae dignitatum infi. 
nitinomii combinatoriue <$. XI. Q. 

E. F. ^ 
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Scholion. Termini fi omnes feriei p’ evolvuntur eodcin modo, quo hic undecimus, 
produ fur mula dignitatum infuit ittomii algebraice ixprtjfa. Hujus termiui primi decem iu ta- 
bula adjecta coufpiciuntur, eamque ob caulam lioc loco undecimus evolutus cll. 


§. XUI. 

Explicatio. 


Sit p = fli* 1 -f- bz“' i + uti $. XI, Cutf euntes dignitatis p’ ex ordine 

his etiam notantur lignis : 

p'xt exprimit cocjjicientem primum i. e. a' 

p’itj 

p*xf 

p*X4 
0 

pK(m+i) - - immotum * + "mvii 

P [ C-i d . • .] fby C , (i-) t-, j y .. • 

\1» *» J» • • • •/ 


• fecundum • 

» tertium • '.K a’'' q’A -(- ’’2V'6'B 

p quartum • '2( a”' 1 o‘A -j- -|- 'So ,, C'C 


Litera p Icilicef feriem indicat, v dignitatis ipfius exponentem, v. cum numero adpofito 
coefficicnteiTi numero ipfi rclpoiulentem. Tale lignum e. g. p’xCm+0 enuueiatur hoc modo: 
Seriei p ad dignitatem exponentis y tveclae coefjiciens ( m + t ) tns. Hinc ("equitur: 

p’ =rp’x. z\+ pheaz’'** + P \i 3 ,|,+ * -f pW"** 1 + -fp'xCm+0 4- 

p [ a, b, e, d, e ] 

Hae# coeflicientium notae dignitatis p’ Signa localia vocantur, fonnulaeque ex illis 
compo(i'ae, formulae locales *). Signis et formulis localibus adpofitum fignum p [a,b,r, d,e. ..] 
dicitur Scala eaque liinpliciter leriei datae p coefiicientes ex ordine indicat. Scala igitur dili- 
genter ab indice ($. 11 . Def. i.) dillinguenda efl$ hoc enim decetur, quos ad cotflicicntcs discer- 
ptionum claflis iduantur **). 

Scho- 

*) Signa localia coef cientium et terminorum integrorum (ubi ponitur 7 pro *, veluti p’ 7' m >0 ) 
primus upirpavit Hinukn buuoius ( fnfnit - Uign . p. 71, j; p. 93 — 93; 136 — 141). Me- 
lior, quae hic adbibetur, notatio Mov.Sj/l. p. XXXllI, 2. De lignorum localium cum combiuatoriis 
comparatione Ih. p. U — LUI. Id. Paral. ad Ser. Reverf. p. VIII. 

**) Rothius, Vir Clari funus, in libello cui titulus: Formulae de jfrierumrtvtrfione dtmonjlraiio uni- 
ver/alis, l.ipfiat 1793. Scalas introduxit. Signa ideui localia in hac diftertatione ii genrofe adhibuit, 
earumque ope formulam de ferierum rtverfione combinatorum, ab Esciifix u aciuo (1789) pro- 
pofitam , primus et rigorofe demonftravit. 
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Scholion. Formula localis, exempli loco hic propofita, dignitatum Injtnitmomii for- 
mula appellatur localis. Hacc quoque in tabula adjecta exprimitur. 

• • 

Sed haec de Infinitinomio protulifle , fufliciat. Pergimus jam ad ea explicanda , quae 
rem nollram propius attingunt. 


§. XIV. 

Definitio. 

fariationts fummac propofitar n nominantur discerptiones numeri n (§. II. Dcf. 6.) 
line discrimine omnes, live fint rite ordinatae , five non. 

§. XV. 

Explicatio. 

In fchemate appofito A, Variationum fummarum 1,2, 3, 4, 5 (§.XIV. ), Variatio- 
nes fumtnarum minorum a Variationibus fummarum majorum ita involvuntur, 
ut illa^ex his poilint exfccari, id quod angulis interjectis docetur, quam ob rem 
ipla haec variationum conflructio Involutio vocatur Combinatoria *). 

§. XVI. 

Problema. 

Ex involutione f^ariationum)fn ( 5 . XV.) conjlruere Involutionem Variatio- 
num fumnttie (« 4 ” 1 )* 

Solu- 

*) De Involutionum et Evolutionum (qu*e inter reliquas operationes combinatorias facile principa- 
tum, obtinent) natura, diverfitate et in disquifitionibus analyricis efficacia, fi.ro mi et utilitate 
copio r e egit HindenburGius, Vvr Excellent ijjtmtu , (Archiv der reinen und angewandten 
Alat !i emat i k H. I. p. >3- feqq. H. II. III. et IV. Programma fupri (§. IV. •) laudatum.) 


i i 

3 


i I 2 
2 2 
i 3 
« 
l 

1 

2 
3 

1 

2 
I 


I 1 
2 
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S O I. V T I O. 


I. Variationi fuminae n cuilibet ad dextram unitas adponatur. 

II. Earundem Variationum fummae n elementa ad dextram extrema unitate' augeantur , et, 
quae ita prodeunt, complexiones complexionibus per I. ortis verticaliter fublcribantur. 


v.c. pofito nzs 1, 

pofito n = j , 


pofito n = j» 

datum efi > | 

datum eft 

il«| 

datum efi jj 1 1 1 



1 1 

3 1 

• 



1 7 





hinc fit per. I 1 1 1 

hinc fit per I. 


hinc fit per I. J_l 1 1 1 




1 • 
3 

perl.H. i| 1 - 

peri. 11. 

il.|. 

aj. 

1 a 

per I. II. ii 1 1 1 1 

a| 1 1 

I 3 I 

• 



3 • 




113 


.1 


7 7 

■ 5 


4 


Demonstratio. 

Ponatur folutionem propofitam problemati fatisfacere , fi quaeratur Involutio Variatio- 
num luminarum i, a, 3, . . . pj Variationes autem fummae (p + 1) regulis traditis non reperiri 
omnes, led unam vel plures deelle. Jam quaelibet deficientium Variationum fummae (p + 1) 
delineret 

vel in iplam unitatem v. c. 321 121 

vel in numerum unitate majorem v. c. 21 J. 53. 

Si illud, deficeret 321.. .12, fi hoc, deficeret 213.. ..52 in Variationibus fummae praeceden- 
tisp; id quod fuppofuioni repugnat. Eodem modo ofienditur, eandem complexionem non 
polle faepius occurere. Confiat autem, folutionem fatisfacere problemati, pofito p=i, etp=ra 
itaque fatisfacit etiam pro Variationibus fummae cujuslibct (/7 -f- 1 ) =; 3 > 4 j $ > • • ■ quaerendis. 

I 

§. XVII. 
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§. XVII. 


I 
l 
I 

• 1 
_4 
i 


m • 
4 * 

I i 

6 

i * 
J 

4 


Explicatio. 

In fchemate B Combinationes fu m marum i, a, 3,4, j, 6,7 ita exhiben- 
tur, ut elementorum ordo Iit inverfus iplaeque Combinationes confutuant 
Involutionem Combinatoviam (C£ §. XV.) 

§. XVIII. 

Problema. 

Ex Involutione Combinationum fummae n §. XVII, conflruere Involu- 
tionem Combinat ionum fummae (n -f- 1). 

Solutio, 


I. Cuivis Combinationi fummae n adpona^u: a dextra unitas, 

II. Vnitate augeantur extrema ad dextram elementa earum complexionum , quae 'vel dua- 
bus terminantur elementis divcrfis, vel unione (§. II. Del". 3.) conilam, et quae ita pro- 
deunt, complexiones complexionibus per I. ortis vctlicaliter lublcribantur. 


v.c. pofito «= ' , 

datum cil 1 1 

pofito n = t, 

datum efi . > | > I 
aj 

pofito n = j* 
datum efi 

hinc fit per. I > 1 1 

hinc fit per I. 1 ] 1 1 1 
1 1 • 

hinc fit per I. 

peri. II. 1 1 1 1 

peri. II. 1 1 1 1 t 

±1 1 

per I. II. 


3 



1 ( 1 

1 


Li' 

» 


. t i 


S iv- 
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Solutionis hujus demonflratio eadem eft, quae in $. XVI. 

Scholion. Involutionum genus ab eo , quod §. XV — XVIII. propofuimus , diver- 
fum, hic vero uou adbibitum, extat in liifinit, Dign. p. 79. yo, et p. 133. 

§. XIX. 


Explicatio. 

Si Pariationes fummarum 1, 2, 3, 4, . ..» exhibeantur involutorie (§. XVI.), et numero- 
rum loco ponautur literae a, b,c, d, ... n, haec Involutio Variationum notetur figno: 

\y 

sa,b,c,...n\ 

\i, a. 3, ...ny 

atque, fi cuilibet complexioni numerus primo a laeva fuorum elementorum refpondens praefiga- 
tur, id Variationum genus funmiac n cum fui» Comitibus numtricis*) exprimatur figno : 

i"J 

(a,b, r, . . w\ 

'•1. ». 3. 


Exemplo , 



Pro fummae »1 valoribus 1, a, 3, 4, 5 ... . prodeunt: 

1 oj Variationes fummae 1 cum fuis comitibus, 


ty = «i. 

tt) A 

r= iflj 0 n 
( a.b.c ^ 2 b 0 

ia b 

V 


Variationes fummae a cum fuis comitibus, 


Variationes fummae 3 cum fuis comitibus, 




*) Scilicet Hindenburg rus, V. Cei. complexionum literalinm Comites numeritos ab ipfarum nu- 
meri* permutationum five coef cientibus po.'i/nomiaiibus (Cf. §. VII.*) dilbinguit, *t* qua:unque 
polynomialium modificatione, aut alia lege oriundos numeros Comites complexionum 
nominat. 

C 


Digitized by Google 


I 


>8 




etr. 


Ifl] 

°I 

a f 

a 

2 b 


a 

1 a bl 

a 


v\ 

a 

M 

n 

b 


2 b 

l 


1 a 

c 



4*1 

I a]a 

a 

a 

n 

2 b 

a 

a 

a 

1 a 

6 

a 

a 

3 f 

n 

n 

I a a b 

a 

2b b 

n 


1 a 

C 

a 


Ad 

0 

m 

a 

IV 

b 

2b 

a 

b 


ia b b 
3 « b 
i a a c 
2 b i 
lad 
5 « 


ctc. 


II 

Variationes fummie 4 cum fuis comitibus, 


Variationes fumrnae 5 cum fuis comitibus, 


efc. 


$. XX. 


Explicatio. 


Involutio Combinafionum fununae n ex elementis a,b,e,d,.'...n (§. XVIII et VI.) 
noretur (Ardi, der Math. Heft. IV. p. 417, 418) ligno : 


■J 


„ (a,b,e,..n\ 

V. 1, » h </ 


= 'A 4 - “B -fC + "D + 
(•, b, c, i, »\ 

\ *» b *> • • • ■ < •"«/ 




•t» 
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et, fi lingulis complexionibus praefigatur numerus permutationum, figuo: 

fj = o"A-f b"B-f-e"C-f b"D + ifJY 

(a,b,c,..»') (a,b, c,d,...n) 

Vilib""/ _ \i, », j, n/ 

Si denique numeri Permutationum per funmiam n multiplicentur omnes , quilibet autem 
numero elementorum complexionis , cui adpofitus efi, dividatur, haec Involutio Cumbo 
nationum fummae u ex elementis a,b,c,d,...u cum numtrins Comitibus fuis (C£ §. XIX.*) ex. 
primatur ligno: 

i n J = i ft "A-f-j-b"B+yc*C + -^-b"D + -^-tTJV 

C n,b.c,..n'\ fa, b,c, d, i, .. . .n\ 

■. *i i. • . * y \>i % » «• • •,•••*/ 

Exempla. Pro fummae n valoribu» i, 3, 3, 4, $, prodeunt: , 


i'J 

© 

eo 

• i*J 

( a > b A 

V'.a,3y 


= io| 


= I aja 

2 b 


= ia| n j n 
3*|« 
V 

'1*J = Jfl| a a 

( a,b,c,if\ ~ A b a 

V-».3,4X 


2 b b 

4</ 


i'J = rna 

eteo * 


a 

5 b b 

jA_ 

V * 

5* 


= — a'A 

© 

1 1 s 

eo 

: — -tfA -f" S‘B — 1 — — -c’C 

1 * 1 3 

e t- 0 

3 _i^«A-f- 5 - 6 < B-t-i-c*C+ -i-b‘D 

(a, b, e, <A 

M X. ♦/ 


= i-o’A + f b’B + fc'C -j-U© 


(a, b, f, </, A 

V» *» 3 . 4 . s/ 


Scholi 1 


1/iO» 
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Scholion. : Signa hic et §. XIX. exhibita liint involutoria, in quibus recta litera J; Com- 
binationvm, obliqua vero , 7 ; Pariationum involutoriam conftnnflioucm (§ XV. et XVU.) fecun- 
dum indicem ^ a t ’ ^ ronte *l* cva iummametgermanicae minores i etj co- 

mites complexionum rcfpondeutes figniilcant. 

$. XXL 


T H E O K 


E M A. 


Zog. »<>/.[ I — (a* -f bx' -f cx' -J- . . .)] — — -f — + ~ • • • V— H- * } 

(a, b, e, rf, . , . . «4 j\ 

V» »< 3 » 4 V-y 

Demonstratio. 

SitZ.og.#ar.[i — (ax-\-bx'-\-rx>..)]~Log.nat.(i— y)=— ^iL . 4. 

* — ! - * 

unde, dignitatibus feriei y fecundum §. VlIL expseflis atque ita difpofitis, nt coefHcientes eius- 
dem potentiae quantitatis x conftituant feriem verticalem, prodit: 

Log.nat.[i — («4-fce'4-«’4-...)]=: — 4*— V-f-.- 

. M ,VB b"B 

•br +— 4 — — 


C o, b, e, d, t b, ... A 

'» h b 4, i . . . «i, . . . J 


■ 

m 


n n v 

+-r 


_ . t"B . c"C , . m 'J( , , 

Coefnciens ternum generalis^ — 4 ~ — 4- _ 4 1 —4- + ~ ) *” fecundum 

. I*J r A 

$. XX. aequalis cA — ; itaque, valoribus 1, a, 3, 4, 5, ... fuccelllve politis loco n, aequatio oritur 


Theorematis, 


§. XXII. 
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at 


$. XXII. 

Theorema. 

EJl i 'J = 1« 

(«) . 

\'J = i\Ja + >b 
(n,b) ( a ) 

i'3 = i 'J*+VJb+v 

(aj/,c) (a, b) . ... 

(a,b,c,d) (a, b , t) 

• 0 

(a,&,r...n) ( -t bi fj ^ »! n, »,) 

In his formulis elementa lingula n, b, e, d, . . . . , lignis involutoriis §. XIX. juncta, ad 
fingulas complexiones, quas ligna exprimunt, referenda elTe, per lc clarum eft. Literae auterocum 
numeris fupra politis defignant, , , ' : • 

-r 

b elementum (n-i) tum, 

■» 

b « ( n - 2) tum, 

n ■ (» - 3) tum. 


o » (n-tn) tum, 

uli primum elementum ert a, et ntunt « ; nempe numeri — 1, — 1, — 3,. I , — n, leripti 
fupra n, diftantiam exponunt retrorfum ab »to , et proinde Dijlantiae Exponentes vocantur. 
Uinuend. Nuv. Syji. p. XXXVII. feq. TotrF. Ccmb. And. p. 164. lcq. 

Demonstratio. 

Theorematis ratio ftatim ex ipfa condnictione Variationum §. XVT. et explicatione $. XIX. 


liquet. 


§. xxm. 

Theorema. 

Elementis datat combinationis permutatu permutationumque dia dii fubf cripta. uti 


mos eft, feries elementorum vertiedis quaelibet, toties unumquodque continet, quotier prima. 


De- 
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Demonstratio. 

Elementum quoJvis toties eandem tenet fedem, quoties relicua permutari pofTunt, id ex 
ipfa liquet permutationum definitione (§. II. Dcf. 8), toties igitur in liac redit ferio verticali, quo- 
ties in illa. 


Corollarium I. 


Significet ni numerum permutationum combinationis numericae fummae n clafTis 
sutae, erit», rn fiunma amnium numerorum, quibus permutationes illae conflant, et cum 
numerus quilibet toties in hac recurrit fetic verticali , quoties in ilia , lingulae icrici verticalis 
fuuuna efl JL.m. Sic: 


v. c. 


f *” 5 l"! 

“1)! 

ajssj 

»)»ja 

mu 

J2JJ1 
JIJ11 
| J - 33 j 


funt permutationes combinationis numericae 21233 (§. It Dcf. 8.) in 
qua n — ia , nt— 35, et tn = 10 , unius itaque feriei verticalis fununi efl : 

y.io =3 -f- i-f- 3 2 -f a -f 3 -f- 3 -f- 3 -f 3 + 3 


Corollarium II. 

Elementis datae combinationis Summae n, claflis wtae ct indicis X 

V. 3. 4. s. . • oy 

permutatis, et praepofito cuique permutationi cumero, qui primo ad laevam ipllus elemento 
refpondet, ea re productum data combinatione cxprclTum multiplicatur per 4 • DI fecundum 

Corollarium I. Sic data combinatione bbbee eft % = 13 , M — 5, m = 10. 

ibbbcc 
*bbcbc 
ibbccb 
tbcbbc 
ibebeb 
ibccbb 
■\tbbbc 
icbbcb 
icbtbb 
iccbbbj 


atque 


2= 1*. IO. bbbee — 24 bbbee . 


§. XXIV. 

Theorema.' 


n[ i a u A4-i'»’’«+T c " c +i‘>"D4-...4-tm l ’jf£4-...fn"jV] = »"J == ‘"7 . 

/a, b, c, d, (o,b, /a,4,r,..J»\ 

V, 2 , 3, 4, , • . t • 11/ Sm*V x 1 » 

De- 
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Demonstratio. 

I. Ipfa liquet explicatione §. XX. e fle 

» /_L a "A+-VB-f--cK;+-yD4- .. ..-f 

' 1 3 , 3 . .■* C a ■ b ' c '- 

Mi b * C , a -) • • • • H\ v, t, )« . . «*/ 

'ii *i i» 4» « * • • n / 

II. Si pro Combiuationibus fummae » , Claflls iwtae cum numeris permutationum fuat um 

i.e. pro : rn "jfC 

(a, b,c,...n\ 

ipfae harum Combinationum fubflituauttrr permutatione* ( i e. Variationum fummae fi Claflls 
mta Def. §.X1V.) et cuique permutationi praefigatur numerus primo elementorum fuorum 
rclpondens ; eo producta figno : "Jf£ , 

(a, b, c, ... n\ ’ 

\ i, i, . . . ■/ 

exp refla fecundum Corollarium II. §. XXIII. multiplicantur per— .tn(va!orfcilicet numeri 
permutationum tn pendet a diverfitate factorum cujusvis illorum productorum v. §. VII. 

Itaque i a n A + ^ 6"B 4- i-c-C + "D +. . . . + . . . . + f n-JV 

sa, b, t, d, t, , . . . n\ 

V, >. ■. t. «. », • i . . ■ ) 

Variationibus exprimitur, fi prima, fecunda, tertia, verbo Claffes omnes Variationum 
fummae n conflruuntur et cuique variationi proponitur numerus primo fuorum elementorum 
felpondens. His variationibus autem involutorie difpofitis oritur ($. XlX.): 

v *= -^a-A-f f 6"B4^c*C+ 4 n fc"D+....+^m'Jfl+..V. 

Supercfl ut exempla afferantur: 


Pofito n := i, efi iaf = id| 


»“j, « io|fll — io|« 

a bj ai 

• — 3, • Ia|n|rt' 2 = Tfllo 


zb\n 
I a b 

V 


%b 


=■(-» 

(t) 

(;• $) 
(a, b, r,\ 

\ b b > ' 


Po- 
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Pofito n = 4 efl t n J 01 o 


3 ° 

jo b 
V_ 
m a 
ib 
ia 


Ad 


a 

= xa| a| a 

n 

a 

4^1 o 

a 

a 

A c 

fi 

a 

3 b b 

b 

4 d 

b 



c 

% 



= 4 (T« 4 A+T 6 ‘ B +7C*C+^t*D) 

(*■> b, e , d\ 

'“I* *• v *s 


. §. XXV 

Explicatio. 


Ponatur: 


■Z = i'J M i'J /3+ . . 

• • 4* »‘J c = 

ia[ot -f* m|/3 

4" • ■ 

••4- ‘2JJ ? 


(«) («) 

(JO 

~ 




*z=i*j«4-rc /3+.- 

• • 4- « ! J i = 

m|o|<» 4-ia|o , /3 

4--' 

,..+ .K|X 

f 

(a,b) (o,b) 

(*,*) 

a b | abj 


a <8 



'Z = f’J x 4~ f J /3 4" • 

. . . 4- <’J ? = 

Io| a| a 

«4- ‘«I 0 

0 

/3 4" •• » 

• 4- 


(a, b, t ) (<t/ b, C) 


lb\a 

3b 

0 


3® 

X 

* m 

m 

V 

ic 

: 




T = i"J a « n J /3 < • • • 4 ~ i"J e (Conf. Explicationem §. XX.) 

(a,b,..n) (a,b,..n) (X, 2), . .91) 

§. XXVI. 

Theorema. 

Log. »al.[i— (ajr-fta’. .)]• [i— (ax-j-bjc*. •)]' 5 . .[i— (fo-f 2 J.x’. .)] f =(-^ v -f- .-f- -5-*" . 


Demox- 
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Demonstratio. 

v * 

Efi enim (§. XXI.). fi cuique termino index adpoiatur : 
x Log. nat. [i — (ax+bx' -j- cx* -f- . .)J = — Q'Ja -y 7 + • • • + ‘'J a “+ • • •} 

<•) (#, b) (a,b, c) (a,b,*.n) 

/3 Log. nat ■ [1 — (ax-fbV -f - C.v + ..)]=— ^ i'J /3-^ — (- i\J /3-^ — |- i'J/3 ~ -f"-.. + i"jj3 

(a) (a,b) (a,b,c) («, &,••«) 

» f * ■ 

t /.og.«a/.[i — CJf.v-f ©.v-f G.v*4-..)]=:— Q'J e 7 + i'JfY +i‘*Jfy +--- + ' n Jf7 + •••} 

(» a®) at®/ e) (*/«/•• sro 

unde, fi coefficientes earundem potentiarum quantitatis x per omnes feries verticales colligantur ct 
figni* §. XXV. exprimantur, formula prodit pi opofita. 

§. xxvir. 

* 

Haec ubi praemilla funt, ad ipfius libelli fummam convertimur. In aequatione fcilicct 
fiipra ($. I.) propofita : 

[x — (a.v+ bx \ . .)] “[i — (CX+6.X 1 . [1 — (Xr -f©* 1 . .) ] f =t — (ax -f c.v : +c.\ ‘. . +nx". . .) 

ubi numerus factorum indeterminatus efi atque Coefficicntiuin ct Exponentium valores quicunque 

efle poliunt, 

' I. Summa Involutionum l "J* 4" 1"J$ ...-f- i“Jf » per Coefficientes a, b, u, , . x ; 

{a,bj..n) (a/^c^.n) 

II. Coefficientes a, 1 , c, n, x, r, n, per Exponentes'*, /3, y, i,' e, et 

Coefficientes (a, b , c , d y . .) j (a/ b/ C, b, ■ . .) } ... (21, I©/ • • 0 5 

DI. Exponentes *, /3, y, J, . . f , per Coefficientes («,*, r, i , . . .); (a, b, (, b, (X, ©, d, D,...); 
ct a, b, c, d, . . . exprimentur. 

Harum relationum prima et fecunda , quibus multa communia lunt, proximis duobus 
paragraphis afferuntur, de tertia vero ab illis longe divctfa, problemate de Incognitarum Elimi- 
natione interjecto, actum efi § XXXI. • • 

D §. XXVIIL 


«. • > 
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§. XXVIII. 

Theorema. 

Data aequationi §. XXVII. expofita: 

[i — (/ur+fo*..)]* [i — (ajr-4-bjf 1 . .)]*. .fi— (TU-f- 93-x'- •)] 
j equitur : 

I. "Z = i"J = i"J * +. I”J/3 + rjf. 

(a,b,c,..n) (aj>,..n) (o,b,..n) (%,'S, ■ ■ 3<) 

II. "Z — “Za + " 'Zb + -‘£c -f -f- ’ m Zx + + 'Z n + » n. 

J4~ * [i”'^ 4* i**Jb +••• 4~ H~ "«3 

(a. b, ») 

' 4-/3 4-i"*J& 4-i^f+- ... + i B ”7m4- 4-i'J" 4- »" ] 

-f 

• (0/ b, c, n) 

• m 

4- f[rj»4- rjz+rjd -h~ .4-i M W---4-»\79?4- 

i CW/ s\ c, srb 

. ♦ 

Demonstratio. 

Secundum §. XXI. crt : 

Log.nat. [i— ( ax4* b ^4 -c *'4' d;c 4 ‘»4 -NJ( * ••)3 = — (~4~^4**— -| *"J V " ) 

C, l)y »• 1 A 

et fecundum $. XXVI. 1 ' J/ 

' 'TV 'Tr 1 T,< 

Log. nat. [.- (a*4-ix\ . )]• [i - (ax+bx’. .)]*. .[i — (2Dr-f-?B^. .)]'= - [-4- . . .-J. ±L. . j 

Itaque, utriusque feriei coefficientibus comparatis, (equitur: 

• /. *z = rj = i-j* 4- i;j/3 4- . . . . 4 - rjf, 

(A.B,C,..N) (fly (Xy . * Jfl) 

Jam fi adhibentur Combin&tionum loco Variationes, uti traditum efl §. XXIV. fit: 

■s = »“,7 = f. 7 » 4 - i-,7/3 4- 4- 

(a,b,c,.n) («a..») (fl,b,..n) 

fure 
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fne, lignis involutoriis fecundum $. XXII. evolutis : 

'2 = »*'Ja + i*‘j B -f r>jc + + •■ •+»■> + nN 

•I 

C B. C| . . * . N ) 

cumqae ex formula /et $. XXlV. polito (n-m) beo (n), fequatur : 

—z — r-j = i 

(a,b,c..) (a,b,c..) 

Formula prodit uuiverlaiis, terminis recurrentibus compufita: 

II. *2 = " '2a -f " ’2u -f- n Tc 4- .... 4- n “Xm 4- . . .. 4- ’Zn 4- nN 

f + * [l-Ja + » "Jb 4- i-'jt 4- — 4- i 4-. ... -f i\7»+ n «3 

(a, b, e, .... n) 

+ /3 [i"ja 4-i-^o 4-i"»jc 4- 4- r-jm4- .... 4-i*> + ■«] 

•I 

• (e, b, c, . . . . n) 

• • 

+ #[i M 7»+i M J»-H , *7E4- +t~jan4-....4-OT4 «91] 

(V*/C/ sii) 

* 

Ex fomiula I. fequitur, polito * = i; 2 ; 3 ; 4 ; 

’2 =_m| =m|* - 4 - joJ /3 4 - +_f»Ie 

S 2 = IA) A j = Io|fl 

3B . 2 b 


4- io| J ! /3 4~ + 1 3 f 

ab 3^?! 


32 = iaJ A Aj — raj a 


3»l A 

V_ 

42 = «aJ A I A 

_4b| A 

11 
3B B 
40 


Jfr 

ii 

= ia|«!n 
Ab\n 
4« 


«e + io|a| a 
3fcja 

3c 


/34- + ^jaj*,f 

3»|2t 

3d 


ib b 

4 d 


cc 4" *b| a 

4 f> 


0 
0 
4<~ 
ab b 
afc 


/34-....4-.JH 

4« 


71121 
21 


21 

ii 

4X2 


D a 


F.x- 
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Ex formula //'.vero fcquitur? pofito n = iy a; 3; 4. 

■2= i A=(,a)*-|_( l o)0-|- + (,*)( 

= ■£ A + 3 1 = (f> -f 2 b ) a + (»’Ja+ ab) / 3 + . . . . + (i\ 7 * 4 * 2 «) ? 

(-) (0) OD 

> 2 =*Z A+ -z, + 3 c=(i- 4-»JH-30 « -Hi’^4- «’>f |C)5 + • -4- (*\7»+‘'.7fc-f3<E) f 

(«. fc) («. fr) (X, ®) 

‘2=>Za+ ?2b + ■£ c+4 4-i‘W Jr+4<0«+. • ■+CWX+i\7* +»'.72+4®)? 

(«. ^ 0 •(«,«/«) 

5 . XXIX. 

Theorema. 

A> aequationi §. &XVII. propo/ta 

i 1 — ( a -v + ***• •)] “•[>— (fl-v 4* 6* 5 . .)]*.. [ 1 — (X* + ® x ’ •)]* — 1 — ’ (a* + B vI 4* c *’ • • 4* ***" • •) 

/equitur: 


1 S'2 ’Z »S *2 "I\ 

( 1’ a S 4 n ) 

^ ». *, $. 4 n ■» 

Demonstratio. 


±,- 


-nVY 


K — ■*— a" A — J- 6 "R 4 r c r C — • • • 4 tifjlt 4* 

1 1.2 **2*3 _l_1.2.3...m 1 


Logaiithmus naturalis factorum ad liniflram in arcuatione eft (§. XXVI.) : 
cui aequale Gt — A. Jam fi h bafin logaritlunorum naturalium denotat, conflat efle : 

A * — 1 — — A 4" — X’ — a«4-...4-- — -A" 4 -.. .. 

1 1 i«a i.s, j 1 1 1 . 2 . 3 . ..n — - — 

ex qua aequatione, valorc quantitatis — A reAituto ct dignitatibus eiusdem fecundum $. VIII. 
exprcflls, fequitur: 
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ay 


~[1 X + Ix\..] 

U I * 


= i — ft'Ax — _L 0 >a 


-f- — 6R 
1 1.2 


\x % -a’ A 

i 

+— w 

1 I. 2 

— c'C 

J.1.3 


- 7 — d "A 

+ +-t r * " B 


( 'X *£ *x >. 

1 — 1 \ 

t a 3 n y 
i, a, 3. . . • « ^ 


i. a. J. 
0 


c "C 


"T — - — •'“JV 
-f- i.a..n 




Efl vero i — [a* - f- ctf-f-r. -{-n x n . .] = A 


Log.nat.[i — (av+fci’. .)]“• • [r— (Xx+93.x\.)] f 


=4 ■ ■ * 


Itaque, feriemittl — [A*-f-B**4* CJIf> +'* + H ** ”] et Qj comparatione infiituta, reperitur: 

n =-U'A-— b‘B -f- !~<-C L — b"D 4 ^£+...+77—^^ 

i^_ Lt 1 i.j .3 1. 1.3.4. —Li.a...m _i_i.a...a 

'V > £ ,£ "v 

(ttt 7 ) 

Si« efl, pofito n = 1 ; a; 3 ; 4 * 


•| a, n, 




1 1 

. ‘Z 


1 • 


T T 


1 .a 1 1 


C=-L!E — -i. 4-— '1.2L— 

‘2] , J_ 'z 'Z*Z I ’Z T 'Z ‘Z 

14 >*| a i rl ' , -»*j-?TTT' >j-j4 7* 


| JZ TE_ 
l a a 


5. XXX. 
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§. XXX. 

P R O U L E M A, 


Dalir aequat ionibtir numero r 

V — 'aci -f- 'i/3 -f- ' C 1 "{“ -}- 'rf 

V = 'm -f- 'b& + Vy -f -f 'r ( 

•/ = Vw -f- 'ij3 -f- 'ry + -j- 'ff 

• * • • « 

'b& + 'cy + + V f *) 


valorts quantitatum incognitarum u, y, . . . . ( eliminando quaerere. 


Part prior. Reperitur a regulis, quae fequuntur: 

1) Complexio abcd.... r toties ia columna verticali fcribatur, quoties elementa, 

I, a, 3, 4 .... r permutari poflirnt <Cf. §. Vll*) . 

2) In hac Columna (1) literis fingulis Complexionis primae adlcribantur, veluti exponentes, 
a laeva elementa lingula primae permutationum a nuineris 1, 2, 3 . . . . r oriundarum 
(prodit 'a'b x t ... . V), et literis complexionis fecundae elementa fecundae permutationis, 
literis complexionis tertiae elementa tertiae permutationis, ctc. 

3) I. Complexionibus columnae (2), quae locis imparibus conflitutae funt, praefigantur 

vicifiiin figna + et — donec ‘a mutetur in 'a, deinde figna — et -j- donec 'a mute- 
tur in 'a, deinde iterum figna -{-et — donec 'a mutetur in *a, etc. 

II. Complexionum paribus locis confiitutarum cuique praefigatur contrarium fignum 
complexionis proxime praecedentis. 

4) Repetantur ea quae fupra («,2,3) praecepta fuerunt, fcd tamen ita, ut in hac altera, 
quae prodit, columna ubique ponatur t loco a. 

5) Summa complexionum cum fuis figuis columnae pojleriorir , per fummam prioris di- 
viia , valorem aequabit quantitatis », 

Part 

4 ) Hic literae a,b,c lignificant coe fidentes , primum, fecundum , tertium etc. liter» rum 

autem exponente» » laeva 1, j, 3 ... . aequationes, primam, fecundam, tertiam etc. Sic verbi 
caufa -c fecundae aequationi» tertium coefficientem denotat, ct ^aequationis tertiae coef&deoten» 
primum. 
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Si 


Pari pojltrior. Eodem modo inveniuntur /3, y, i . . . . f , nifi quod / loco b, c,d. . . r, 
relpective ponatur (ut in 4. Partis prioris s pro a.). 

Extmpla. 

i) Sit r = 1 et f = et- Ergo '/ = 'aat et m — 's : '« 

_ r+vii f+vi] 

a) Sit r = a et f = / 3 . Ergo ‘s — 'aa + ’ 1 >B ct *• _ 1 *• — n 

•/ = 'act + 'bl 3 _ r + 'aVI f+ Vil 

^ ~ l.-V/J : [- VAJ 

'S = 'na + 'b& 4- ’ty 

3) Sit r = ct ( = y. Ergo V = 'aa t -}“ + ’ry et 

% = "ea 4- ’i /3 -f- ' c y 






■+'o 5 r3r 


"4* , o s f’ 3 t 


r-j-3fl s 63/' 


r+VAJf" 

— '/3* J r 


— 'a$b 3 c 


— 'a3s*c 


— 'aib 2 c 




— '03/,J f 

— 5 /'i3r 


— *a'b*c 


s fl'/3f 


— 2 a'b*c 


— *a'bh 


— 3 0'/)3 C 

4--sib'c 

4- I u3i'r 

/3 = « 

4 j-*«3/lf 

> ; « 

4- s fl3i< f 

H 

4- J «|3i'/ 


-p r.P:'c 



4-3n'iJr 


-f-3fl'r 3 r 


-pn’^ 


-[-3c'i 3 / 


4- 3 n'/» 2 r 



— 3o 3 6' 



• 



— 3fl»6'/j 


.— 3 


Severa folutionis hujus demonflratio nititur in theoria Variathnum , oniijjis quidem 
repetitionibus , id quod, alia Icrbcndi occafione data, odcndam. 

Scholion. Problematis folutio convenit cum regulis Crameri {^fntrodnction a l’ y hia - 
lufe des Coii: ber p. 656. feqq. Nttm. I. et I/. De T Evancuiffcment der 1 neonnuei ). Easdem Hin- 
dknbukgius, fiir.ul cum regulis de eadem re a Bkzolto traditis (Be/.out Tutorie generale des 
F.quatinns algfbriques' , amplilTime pertractavit in praefatione libelli Riidigeriani, cui titulus tfl: 
Sprrimen analyticum de lineis curvis fecundi ordinis, ubi etiam p. XLVI — XLVIll. regula tra- 
ditur datae ccmplexiouis permutationes rcperiundi, qua h. 1. (Sci. Pars prior 1 , 2 .) opus tfl. 

§. XXXI. 

Problema. 

Propojitae aequationis : 

[t — .) ]'[t — (ojr4-fc^- •)]*•• t 1 — (Xe4*®' x ’)] f — 1 — (•'.T-f-ur’ 4* CJr,< • 4" NJt * • ) 

exponentes incognitos ct, 0 , ( per coejfuicntes datos, a,b,t...\ 0,6,0..; X f 95 / C ; 

et a, b, c. . . exprimere. 

S ol 
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Solutio. 


Secundum §. XXVIIf, pofito n = 1,3.3, . .. r, efi: 


rj = 

i'J« 

+ 

i-J/3 

+ • • 

• • • + 

Ue 

(A> 

00 


(«) 



00 . 

i'j = 

11* 

+ 

i’J/3 

+ • • • 

• • 4* 

He 

(a,h) 

Ub 


(a/b) 



(X®) 

i'J = 

11« 

+ 

11/3 

+ ... 

• • + 

i’Je 


(a,b,c) 


0A0 



i'J = 

»1* 

+ 

H/3 

+ • • * 


i'Je 

(a, • r) 



(«A-0 


• 

9Q 


Ex his aequationibus eruuntur (§. XXX.) valores literarum a. /3... ( qujcfiti. Nam, 

l) politor = 1 et ( =s*,fit i'J= i‘J«. Ergo: » = -f - ilsil 

(a) («) (a) («) 


i*J = i'J* + i’JV3 

r r „ - < A ) W «0 

9 ) pofito r=* et f = /3, fit j.j = jlJa + jlj5 

(a,b) (a,t>) (o,b) 


Ergo: 


- ;+i’J m./+n m n _ /+n m. f+rj m 

“ 1-i’J rjj ' 1 — <*J i*JJ * ~ L— i’J i'Jj 


(a,#)^) (a,b) (a,b) 


(o,6)( a,b) (0,6) (o,6) 


ubi quilibet index pertinet ad ligna invoIutoriVferiei verticalis fiiper ipfum pofitae. 


Scholion, Dignum notari boc problema , quippe methodorum vulgarium nulla, quod 
equidem fciam, ad illud folvenduin fufiiciat, ejusdem potius foliitio videatur impofiibilis, cum in* 
cognitae y.Yare/ ct, Q, y, . . . (■ una ex aequatione fint determinandae, Analyjit igitur Con.b. no- 
toria h. 1. uti iaepius, aliis methodis efficit majora. 

Sed liacc jam fufiiciant, plura in additamentis. 


ADDI- 
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ADDITAMENTA. 

* • 'i 

§ T. 

Summam libelli hactenus propofta complectuntur. Vaiia' Corollaria' et ‘Exempla, quae 
adhuc reliqua funt, nunc demum (eqountur, quod rixaticuibus $. XXVIII. — XXXI. exhibi- 
tis interjecta , ipfarum ordinem turballcnt. 

a- * ' ; * • - ■ ' V . N , 

- ' • ' ‘ § 2. 


Si in aequatione $. XXVII. expofita factorum multiplicandorum omne: funt binomio- 
rum potentiae •) velud : 

(l— «)“(!— bx) a (i— cxy(i - dx'i * -c.(t- rx)- = i - d*M-. .+»*"+. .) 

tunc eft ($. XXV.): 

*Z = a ct -}- 6’/ 3 *{• ri"y -{- (t $.. . .-J- r"f 
et (equitur ex §. XXVIII. (mutato fcilicet calore figni ”Z) 

/. "£ = j"J = cTa, + b r [i -f t'y + /?3+. . . . + r > 

(a,b,c,..n) 

'II. "Z= n ’ZB-}- r *Xc-f ...-f " m ZM ...^-Xn-}- DN=a"«+ 

atque ex $. XXIX. 


III. n = -a"A — -c C— b"D-j-. • • + r~ — 7— -n"JV 

i f.a * 1.1*3 i.i. 3.4 1 T _Lui.*n 


’2 ’Z 'Z 4 S “Z 

(tt r t " t) 

*• *. 3 . 4 . ... n 


*) Hanc aequationem tractaruntT. Simpson (PhUofiphital Iranfactions I'ot. XJ.1'11. 1 - ; ilp. jc.) 
et (7. F. Tkmpelhokius, /Tr SlrtntiiVmus, (Aiifangsgtiind* dtr Anali/ /is des UntHdiielitu 
p.»or.> , < 

E 
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ft- 

Problema. 
■Summam riptrirt f triti infinitae: 

4-i-+ — + — 4-... ^ 

a“ 1 j« 1 4” ~ j” * ^*" r y*' 

im qua n tjft potefi numerus quilibet integer pofitivut. 


Solutio. 

Sinz_f t . z \f i.*X/- fc*Sy r z * f . , s" T N 

2 V ivA’ avA 1 3'7r'S ‘~~ I C.».j 1. a. j.4.5"^ ii^-canti^"’ V 

Itaque fecundum §. 3. formulam/*) 

1.13.4.5’ ”i.a..(in+i)y 

et fecundum formulam 11. 

_ ”S ^ *>Z _l -”2 — _ 'Z , n 

*.*•! >.|.J4S 1.1.J.4.J.6.7 — i.a... (im-i) ■ “f* i.i-.(Jn-i)— 1.2.. » 

= (—+ +•• A— 

^1« I a ». I 3 w, 1 4 ». r 

Corollarium. 


■2=- 


( 111 + 1 ) 


Multiplicetur per - a aequatio fcquem: 
3” 

*) Valore* literarum in j. 3. hoc loco funt : 
x — z’ } * = i, /3=ij 7— 1 5 


> + 


^ 1 ^ 1 1 1 

.l—U 1 *i_l 5 " -i—l* « i_* 1 

1 » ii 4 51 

1 — I 1 

A = b = 5 C = — i 0 = 

i.t.Ji >a.3.«5 


— I 


” I.3.J.4.J.6.7’ «.J.34.S.6.7.*.?’ 
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35 


,4.-4--! — u — 4.J — u . . . . 

T a» T 3"“ 4-“ r~ 


hinc oriturs 

9 


4- —4- — 4-J-4- . . . 

a" ' 4“" ' 6“ 8 " 


qua ferie de priori detracta, provenit:- 

1 — L 1 1 — 

a" ' 3“ 4“ 3" 


/_L , 

rjw- 

±1 

VH 

1.2.J.4.S i.a...(in+i)^ 


2 



fJL. 

~ r t» V 

1 J 

1.1.3. 4-3 i.a..(lu+oy 

* * 



v. a J 

/_L, 

- 1 ) 

W 

1.2.3.45 


§• 4 

Problema. 

Siimtiuvn reyerire feriei injtn tae: 

'+^ + T + T + 's ;:+ ’ ; ^ + " ; i ;;+ 

in qua n numerus tjfe pntef. quilibet integer pojitivut. 

Solutio. 

‘w-C«-s)( , -s)0-^>— CS- 

Itaque fecundum $. a formulam 1 . *) 

E a 


-JL. 4 — a - > 

I.a.3.4 1 «.a- 34 - 5-6 J 


•) Valores literarum in 5 . »• hoc loco fnnt: x — z* i porro 


a = 1 


V 


/ 
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•i= l-j =(«+^+^ + ^h-'-)^ 

C i • — i + 1 >. v 3 5 ‘ y * 

ut ’ 1 . 2 . 3- 4 1 . 3 .. 211 ,/ 

et fecundum formulam II. 


i , » i a“ 


- v _ " ' £ _ "~' Z — ' £ i « _ i , « J_ 

i,3 i.a. 3.4 1.2. J45.« "t" I.3..(in-j) — i.i,.aa ' ' j*» ■ j“ 7 m "“ It" 


P R O B L E M A - 
Invenire fiummam Jeriei infinitae 

7 ‘+ 7 + ? -+^+ 7 +-^r+ 5 r+ 

tibi fuperiora figua valent , f\ nefi numerus integer pofitivus impar, inferiora-, Ji efi par. 

Solutio. 

Secundum Eulercm (Introductio in Analvjsn infinitorum Lib. I. §. 171. et 175) eft. 


f =(«+-) (.-?■) G+P o-p 0 + 2 ) 0-^)- 

Cosz + Smz J 577 57? 7* 977 

J = 1 4™±—-±-.-0 

' 1 1 1.2 1 I.2.3 1 *« 3*4 1 1.2...21I ' 


<* = 1; /3 = i; y—\\ 0— *j • ■». 

a’ . _ a* __ a‘ 2* # 

° ~ aV* b 3 V' * — <?t?~ i*'' 

1 . — 1 , l 1 — 
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itaque fecundum §. 1, formulam L *) 

— «•' V — ___ jmj 


CZl L , _L — ± . . . 

V, j ’i.j’ » a.j’ 1.2. 3-4* r.a..(2ii-i)y 


> |U)I ^Ji»l « -SIVI ylfrl I ^ 


+ ’" 1 — + i*"j — C 1» 3 » + »•" 

. I l ~l . tix ^ 1 3 5 7 ^ * 

( 9 » » — »**• ) 

v * 1*2 1.1.3 1 2 3 4 I.l.m J 
et fecundum formulam II. 

:*+:*_...+ * = ( jl_ 

i 1 i.i ■ 1.1.3 — i.i..(an*3) \ 1 ^»i 

I t . n *g _ -s _ ‘Z _^r 1 , yy* 

•” I "* l.a ' ‘'"~i. 3 ..(lo- 3 ) I.J. .(jn-i) y 

ui quibus formulis figna fuperiora valent, fi n eft numerus impar, fi par, inferiora. 


et 


Co nor, LARIUM. 


Quia ($. 3 .) 


l"i 1 1 \ +• • = 

* *l* 1 «*" 1 4 *» * >»■ ' 

2 1 4 5 


1 1 > 1 

~a“' “y 


,i n j y 


/ • ' — 1 « , > 
V.I- a-3’ U 3 4-5 1 l.a.J.|.J.«.r J 

— 1"J y 

( 5 ->.3* »-».3 4 s’ i.J. 3 - 4-5 ‘-T ) 


•) Pro hac fcilicet aequatiora in J. s. 

x=zi « ss 1; /3=15 v = 1 ; J=r;... 

os _ y. 4 . y, ^ _4 _ 

173 ’ ‘373 ’ 5 33 ’ 7 73 * 

— t i 1 — i — i r 

A 1 ’ B i-a’ C i.a.j’ t ’” _ l.a.3.4’ E ” , "^.a.3.4•s’ F_ ”«.a.3•4•5.6 ,, 


prodit. 
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prodit, pofleriore fcrie de priore det acta, 

'+i+^+^+ - = . C— 

( ' - 1 » # > 

Vi :.j I.3.34S ‘»3 ».3.6.7’' * 'J 

Ejusdem feriet fumma inventa tfi §■ 4 et 5, unde icquitur: 

.+£+£■- n(?)“ - (-OnC*)" - 

/• » — 1 »_ ^..N /* 1 — 1 1 ..n » 4 » 4 1 —a . ... . 

vi.*' 1 . 134 ' i.* i 4-5.6 J > \ 1.3.3’ i * 3.4 5 7 / \ *’».*’ i.i.j 4 ’ ) . 


5- «• 


Serierum quarundam summas proponuntur independentes, 

QUAE TERMINORUM RECURRENTIUM AUXILIO HUCUSQUE 


EXII IOI T AES U NT. 

In egregio opere (Vtrfiuh titier netten Summatiatirmethode. Berlin 1788 ) Pf affici, 
Vir Celeberrimus, cum alii», quas inflituit, quaeflionibus graviflimis, magnum formula- 
rum recurrentium numerum tradidit, quibus multarum Icrierum fummae ex circuli rectifi- 
catione pendentes exprimuntur. Ex iisdem nonnullae h. 1 . deliguntur, quarum fummae arctif- 
fimo vinculo cum propofitis (§.3.4/5) conjunctae, caruudem auxilio iu formulas independentes 
transformantur. 

Summam leriei infinitae, ubi m numerus integer pofitivus efi. 


Pi affius in opere laudato ita exhibet: 


+ \- 

^ n“ ~ 


y E j y E 1 , -Z-L _i ?T "’ in 

t.a.j u**»-* 1 . 1.3-4-S n‘“ * ' ' 1.3 ..(am-i) u * 


*) 


ean- 


c ) Nrmpe figno £ Pfaffius exprimit futrmstn feriei infinitae, cujus terminus generali* ea eft 
functio numeri n, qnae huic ligno adjicitur, fic £ N fumma ell omnium valorum functionis n, 
qui proveniunt, pofito n = t, j, 3, 4 . . . . SigFo £ ±k ipkm notat feriei funman), in qua 
teriracorum ligna (4 — ) alternantur (Pfakf. ibid. p- 4. *°). 
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I-Jw” 

r 1 — * 1 > 

I 1 > — — • • •• I 

V.i.a.3 « » 3-4-5 11 -7 J 

Pfafjiana formula recirrir, nofira vero eft independens. Haec praemittenda erant , ut 
fequentia intclligantur, ubi Pf. cum nuuiero adpofuo Pfajlaui opetis paginam notat. 

_ « . . . . „ . . Sin a <p , Siit 3 <B , Siu 4 <2 . 

I. Summa lenei infinitae Sin <p — ( — }- 1 


3 4“ 

7 T <2*°' 1 


(Pf. io. 


= g-z JL_L...;r-g- 

#“* 1.1.3 u"»-4 ' ' u * — i.a..(sm-j) } T i.i,.(i»-i) , 

J,r ..a.3 1 J7X • ' i.i..(im.j) IJ7 T|.l..(im.i) a ’ i.a..(im-0 3 

Z' I — 1 I — t n 

\I1J I.2.3>4>S I.1-3-4J.6.7 i.a.3.--9 J 

.. _ ...... Sin 3 <p . Sin 3 <2 Sin 4 <p 

II. Summa leriei infinitae Sin <p — — -j — — ^ 




3 “ 1 

1 


(Pf. 8- 


v i 1 0’ „ 1 . • j- tp 1 "’ r tp”"' 1 

^ — n™* 1 a-J*"— n” 4 ** • 1.1.. (ira- 3 ) ^ — n »lL.i.i..(iin-i) 3 

•+^ 7 = 3 >P-i )lw ±nS 5 j 


^ 1 - 1 » 
(.1.1.3’ u.3.43 1.1.3.4.5.67 


•) 


... - ...... _ , Cot 3 <2 . Cur 3 <2 , Co/ 4 <2 . 

III. Summa Icriei infinitae Cos <p -| — j : - -J — - — — (- 


a"" 3 


U »•* n’®'* — 1 J.(jm-i) U* I i.a.(im-i) 2 — 2 * 4 *-3»n 

, _ <(>' „ . 0"" — I i I <b' m 

= i-J.-- r3'‘>-‘+''-±r7^ rJ -'+rr^3T ± T.x- 

* /- ' — » ■ , 

(.1.1.3’ 1.1.3 4-s’ m- 3-4-5 6 7’ ' 


(Pf. ij. 
c$ 3- 


/ 


IV. Sum- 
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IV. Summa feriei infinitae Ccs <p — -{-••• 

a - 3 ’ 4“' 

v 1 1 0 v4- 1 1_ 4- v 1 1 — > 0’' 1 /p - 

= Z-t- — — --Jt— +...T 7 7 St— 4. . (Pp. ia. 


« m 

§• 7 . * ^ 

Problema. 

Summam referiri feriet infuit at 

Cos <p- Co/ ** 4 - £ 0 / J -3 - £i f -H + ; 

^»»» * j»* ^«»> * 

in gua m numerus tf integer poftivns. 

S O L U T * o. 

Pfaffiana methodo Cofinus arcuum <p, > 0 , 5 <p. • • • folvantur in finies' infinitas, eae 

multiplicentur refpective per 1; —5 + —5 • * • dciuJc factores numeratori et deno- 

miuatori fingulorum terminorum communes extinguantur, termini ipfi fecundum potentias arcus <p 
disponantur, et coefticientes dignitatum arcus in luminas colliganturrprodibit auxilio $■ 5. fumma 
feriei propofitae 

a - w ' 

J 4 t — ~ J 4 -t > » “ J 4' X 4 « i.i,.(ia>i) 

f—i 1 1 -t —1 ^ 

V. 1 1.1 1.1.3 1.1.J.4 «j.j.45 J 

(Conferatur Peaffius 1 . c. X. 3. p. 3 y. feq ) 


§• 8. 
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v §. 8. 

Problema, 

v 

Summam rtperirt ftriei infirmat, in qua m numtrus tft mttgtr poftivus : 

Sin 3 (t> Sin 5 <p Sin 7 <p 
* 3 ,m 5 7“ ^ 

Solutio. 

Sinui folvantur in feries infinitas, cactcraque agantur uti §. 7. prodit fuinma quaefita : 

=r^r-j— »j^ ..+>j »' - C . 

(. 1 ’i.i' i.a.j. ' "T.i.3.4. ’ ) 

(Conferatur Pfaffius 1. c. X. 5.p. 41.) 

‘ §• 9- 

Eadem methodo, quae $. 7. et 8 adhibita efl, fed auxilio Corollarii §.3. eruuntur funimae 
ferierum fequentium, in quibus m numerus eft integer pofitivus : 

Sin a <p Sin 4 @ Sin 6 <p 


-»>»+< 


4 "**‘ ' 6 ^ v. j ”7 a“ ,v v a***)^/ 1 2 ' n ' '.>-3 ^ 


V a-/ 3 1 i.a..(am-i) I a i. a . . 


*a+i 

(iwi} 

Coratp Cos 4®. Cos 6 (p s 1 n /■ 1 > 1 

»> -?= ^+-6= — '=(-7 => j ?K-T=0 ' + •••■• 

■ +r ■ -v.. »’ »~* — 0~ 

— 2 J * a* 

ubi ad, indicem [ _L_ -I -1 —, ! »••• ) ligna iavolutoria referuntur. EA enim 

Vj.a.j’ >,3.3.4. 5 i.i.J.4-5.6-7 _/ 

fecundum EulkhuM (Inflitt. Calc.Diff. P. 11 . §. 185.) 

I — 2” + 3“ — 4“ + 5“ o 

Hoc itaque loco ferierum trigonometricarum fumn.is , fublato omni terminorum rc- 
curfu, campus patet latiflimus. 

F §• «o. 
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§. IO. 

Proo lema. 

Prodacti ex faetoribus numero infinitis , fecundum potentias variabilis x ordinati , 

(' — £-) 0” ]^)C I— p) — i ***. (** + Bx ' *f ca’ + -f NX "-f- • •) 

invenire coejjiciiutcm quemlibet a prioribus indcptndmter. 

Solutio. 

Efl hoc toco (ecuiiJuai §. 2. ct formulam IIT. • 

"E i , a a a a v a 

in _ ”n '•F ~u f?'~) 


«•que 


k=— o"A -b"B-f — c"C — ....+ — m"jlf ... +— — n"oV 

I l.l 1 1.1 i — i.i...m 

( a a a a «v 

!(*'- 1)’ 7j'^-T) k^-T) ) 

». ». 3. • • . • n x 


cndc prodit, pofito n = i, a, 3, . . - 

a a a' 


a =■ 


6-^i * ® a(6*—i) 2(6— i)*’ v 3(6* — 0 a(6— iX6— i) T a.3.(6— i)t 


c = 


$• n. 


Quodfi In aequatione $. 3 . fubllituatur 


• pro «, /3, y, J, t, . «•* »■> ‘i »> L ontur 

[ refpective+ee,— <x,+/3. — (3,~Hy.— Vi -j [rclpective+a, — o, — — e,. J 

(i - ax)“(i-{-ax) •*(r4^Jf) +a ^-6jf) s ( , -“«) t *'( , 4-fJf)' r . . .= i — (a*-}- cx» . . . -f na ". .) 
ubi numeius factorum fcmper eH par. five fit iufinitus, five finitus, atque fit: 

m, S = 2 [a m ’u — b™ /3 + (*' 'y — eP n ' ‘2 -f ] ' 


pro 


e, b , r, d, e, 


’£ = o 


Hinc 
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Hinc provenit: 

J. —. £ _ + + ' 2m + ( 2m_ 0 M=a[a" ,r V— ^ 6* r */3+c” , v — ...j 

II. ■"£ = ""Za -f 'Zii+ T* + 210 m = o 


n = + ( — n°JS 4 — - i»M Y-f- — •— — - ttYV-f- -j- / I *) 

V*-» i.a. (u-0 1 4) ‘ . 1 l_ (.»{?> 


■z ’S 'Z ’Z 


(V c> T °’ T°’T ) 

V «. ». J. 4> 5> 6, 7. / 


in «qua tertia formula q 


ffuperiora figna -j* et -“«"A valent, G n numerut cll impar. 


[inferiora * — et G m efl par. 


§. 12 . 

PROBLEMA. 

Inveniri valoret fscn.idum potentias quantitatis xdigtjlos productorum, quae fiquuntnn 
A—X Su.tfi .+ ix SmtQ . f r .S>» 3 «> .I- 4 -JXY&M 0 

(rfy (c;u) CiSP 

X — x.C„,<p x 4- 1*.C« 3 0.1 — X Tv Cu 50 1 J-t x^ c °n<P 

a Kr^) (,“7^ (,+T^ -fDV\..) 

Solutio. 

Secundum f. n. **) e(l in prodocto i) 

-X = ,[£.«,- £l!® 4. fi."- 3 -®- 

~ q*®-* 1 ^«ni 1 

i» 

•* -i •• 

*) Scripli h.l. tTjVpro n" JVetc. quod hoc compendio nulla obfcuritas nafeitur. 

•*) Eft fciiicet in § ij. intuitu prioria producti 

* = Sim <p ; /3 = Sin a <p ; y = Sia i(p\ , , . a — i \ b = '-i c — — ; 
intuitu pofterioris 

ac = Cos $•, Q= C 0/3 (J ) ; y=Co/ 5 £; ... a=i; 5=^-’ c — tf = ' 
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in producto 2) 


T = , [0»«- + a«59_Co i T 1 - 

*• r «wii » «un-i .imt I 


3 ’ S~ 7 " 

curn vero harum feriorum fummae cognitae fint (§. 6. II. et $.7.), funul utriusque feriei coefficienr 
quilibet independenter erui poteft. Invenitur : 


„ <t>' <t>' r* 04- «"v 

= *> .*=-—! ‘=rrjC — r~> 


* = r> »=-t ; «-t ( 7+?)*- 


4 - '3 

Ex aequatione 

(1 — ox) (1 — 4 x)(i — rx). . . (1 — rx) == 1 — (ax -j- bx' -j- cx* + nx*. . . + rx') 

fequitur fecundum §. 2. 

I. '1 = i“J = a * -f b' -fr’ +.Y.+ r* 

(a, b, c, . . . n) 

II. "Z=- 2 A-f-“ ! lB-f =ro"+ i "+ f, '+--+ f ' 

IU. N=— a" A c’C— ..A — — ...-H — — «W 

- j 1.3 1 i.j.3 1 _i.a..n 

s'Z "Z 'Z *2X 

1 ’ » ’ 3 n ) 

Quodfi ponatur r — (ax -f- bx’ . .[rx') =0, funul 0, b, e, ... r ; funt radices aequationis 

y‘— (*y" + *y"' + ‘•y +•••!+ »y“ +....+ r) =o 

in qua y =— (*) tt forniularum propofiurum prima et fecunda exhibent fummam radicum 
x aequa- 


(t — ax)(i — £x)..(i— rx)—\ — (ax -f- bx 1 . R* 1 ) =: o fequitur, 

(1— — ) (i — — ) . . (1 — -)x= 1 — (— -f- — -(-. •+ “) = o 

9 9 9 y »* sr ’ 

(— ) ( y — ) .. ( n )5S ,^+ Vh-+7>=» 

9 y y • a y' \f 

et fi haec aequatio multiplicetur per y 

(y — «) (y — b ) . . (y— r) — tf— [Ajr4*Bjf' ’ • . +r y *] = o 


*)Ex aequatione 
1 

polito x ~ — ; 

y 

five 
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aequationis hujus ad potentiam «tam elevatarum} altera quidem independenter , altera vero, 
Newtokt, Baekmanni, Kaestneri, Eulkri, Tempelhofii, aliorumque Aualyllaruin 
exemplo *), infertis praecedentibus radicum potentiis. 

De tertia formula unum moneam : Exhibet ea valorem coefficientis n , fed conflat, 

eundem aequare «tam clallcm omnium complexionum rite ordinatarum indicis, (<t, b, c, . . . r), 
in quibus fuigulis nullum elementum bis vel laepius occurrit, (Kaestneui Analujis mdl.GroJe.t 
$.324.) i. e. «tam claiTcm Combinatiouum /impliciter, indicis (a, b, r, d, .. .r) et omijjii quidem 
repetitionibus **), quam Hi.ndenburgius, Vir Celeberrimus, hoc notat figuo: 

JV' 

(a, r, ...r) 

Itaque, duplici valore coeflieientis N invento, haec prodit relatio:" 


N = ‘N =-o"A — 

C*,t,c,.rJ t *•* ll - m “ — 1.S..U 


/Z J Z 3Z Tx 

I — 9 » > 

V 1 a 3 »/ 


$■ > 4 - 


*) Theorema, quod formula "2 — *'Za -f- "’’Zb -j-.... -f-'Zjt -f- nN exprimitur, Xuwr-o. 
uvs (Arithmetica Univerfalis in fine capitis de transmutationibus aequationum p. I<)2. fulitionis 
s' Grairjandtnae) propofuit, fed nullam ejus demonftrauonem. Kaestnerus, f^ir lliujiris, illuJ 
demor liravit, afferens fimul alia, quae pertinent ad hoc theorema (Analyfu endticliir GrjJscu 
§. 751). F.ulertanas hujus theorematii demoullrationes, Micmelse.v, Vir Celeberrimus , in ad- 
ditamentis fuis ad Eui. eri Introductionem in Analyfm infinitorum collegit (Zujtilzt zum lOien 
Capitel des \fltn Buchi). 

•*) In tabula adpolita Combinationum (impliciter, indicis ( a,b,c,d,e ) et omiiiis quiJem repetitioni* 

bus, duarum vicinarum clafiium pofterior ex priori oritur, fi 
quaelibet prioris clafiis complexio ante indicis elementa, na- 
viffimtimipfius elementum infequentis, luccellive ponitur, at- 
que ita complexiones ordinantur, ut quae in idem defuiuntele- 
mentum, eadem in ferie verticali collocentur. 


b 

c 

d 

0 

= \' 

ab 

ac 

ad 

ae 



bc 

bd 

be 

. = B' 



cd 

ce 





de , 



abe 

abd 

abi * 




aed 

ace 





ade 

f= C ' 

| 

I.X. 


bed 

bce 

bde 



edi J 
abed abes' 

1 

1 




abde 

I 




cude 

r = D' 




bede 




~ 

obede 

= E' 


(a,b,c,d,0 
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$• 14 . 


Problema. 

Data aequationi 

[i- (i* + , - ,f5 )j“[ I — (»+»*)]•=:!— (vc4-4at 1 -|- c * 3 + • • • •) 

referiri exponenti t x, /3 et coejjicientex c, d, t, , . . 


Solutio. 


Pars prior. Eft i * J = * 

i 'J = a 

i 'J = 1 

• 0 = 3 

10 = 8 

1 : J = -7 

i 'J 4 

14 — 20 

i'J = 63 + JC 

t 4 J = 7 

10 = 56 

i 4 j = 257 12 c 4“ 4 0 

(M) 

t 3 > 2 ) 

(3:2.0,!)) 

Secundum §. XXXI. reperitui': 



* ={+!?, 13H-W M± 

i 'J i J 1 . r-f-i j i 47 

i*J • Jj 1 ,— * 'J i 'Jj* * 

(3.4) ( 3 -> 3 ) 0*0 ( a » a ) 

0.0 0»0( 2 * 3 ) 

>. Part pojftrior. Secundum §. XXVIII. 


|ij = — i 0 5 * 3 J 4 » hoceft: 

63+3^ = - 

■ 4.54-30.4 


(3,4.1) (l»0 ( 3 « 3 ) 

ex qua aequatione eruitur C = — i. Secundum eundem $. 

44J =— |4j 5 -j- HJ4 hoceft: a 57 -fiac-f 4 u =— 7.5 4 - 56.4 

(;,4,c,d) (m) < 3 : 3 ) 

unde sequitur:' n = — 14- 

Eadem ratione valor reliquorum cocfficientium e, f, c . . . fuccellive invenitur. 

I Iis licet paucis exemplis relationum fupra §. XXVIII. feqq.propofitarum ufus apparebit 
uberrimus. 


ex orriciM* k*amx«1-*N» 
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Pag. Liti. 

Errata. 

Corrigi 

i 4 

adhibitae 

adhibitae novitatem 

3 ia 

($.Def.i) 

(§. II.Def. 1) 

4 4 

•l »444 

• 1 * 44 . 

— 8 

III. 

II. 

7 6 a tine 

• »*•«•* 

•.*.*••• r 

8 19 

iccdd 

sccdd , 

9 16 

— 

1 

— ult. 

fit 

unde fit 

n 9 

’Xa’V A 

' 3 U r, a , A 

— 6 a fine 

h<i 

hic 

13 9 

'Xa a ’ A 

'Xa”ef/L 

— 13 

pKC m +') 

pVOn+i) 

— 13 a fine 

Haec 

Hae 

14 13 

illa 

illae 

— 6 a fine 

pariationum n 

Variationum fummat * 

16 11 

adpnnantur 

adponatur 

13 

duabus 

duobus 

L> 

O 

00 

Ai, b. C, i ,. .. «'N 
3 » 4 » • • • °/ 

f (ti b t €1 di • % • ffi • • 

V». ». 3 . 4. • • • D * ••••✓ 

21 fiafinc 

XV 

XVI 

33 6 a fine 

-fc’B 

- 1 8’B 

34 ult. 

(M-+--+-!'") 

V. 1 1 a 1 1 n J 

26 92 fine 

( A, B, C, D, . . . 

\ 1* *> 3 » 4» • • * ® J 

f A, Bi C, D, , , • N» • • 
\l» 2 > 3> 4» • • • n» • • 

37 n 

n n 

ntl 

* 1 - 

00 

a 

4- + + 

-f- !£. 4 " (uti pag. 29. lin. 8 ) 

31 Ex. no. ] 

1 r = f 

3’ 

r = 3 
3 ' . 

3^) 3 a fine 

J 

*“ ~~ ~ f 

vir 

^ ' 
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Pag. Lin. 

37 5et7»fine 

38 5 

— io 

39 -9 

— 6 

— 7 


Errata. 

Corrigi. 

i 

i 

I.I.3.4 5.6 

i.a.j.4.5.6.7 

n venta 

inventa 

EXHIBITA 

EXHIBITAE 

Sin 3 <p 

Sin 3 0 

jjttn i 

a”' 

_ i 0' I 

r a 1 "-’ *-»-3 a”* 14 

1 

/ 7 SV - 

U/L 

y n’™* 


. <P™' i 

•i 


A 

*AJ 

y » < - g i 

• i.a ..(am-i) j 


I 



4° 

5 a fine 

collidantur 

colligantur t 

43 

4 a fine 

(-bx)* 

(1 — 

, 1 - 1X N ®"3% 

43 

9 a fine 

(+*P • 

<•+£> 


-e*j 

079827 
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(a; 

pV . 




a "A 


b r l 


-'K n’ 

a' 

‘CE a” c "C 
a’- b "D 
■’€ a” t "F. 
'5 «'•* f ‘F 








+■ 


a h 

wg 

ff 

ide 


'ibce 
i bd 2 
\c'J 



i 

z'** a -f 'Jfa 


• abh 

1 

+w 

*‘g 

idf 


• 

. t 1 

l 


3 b*g 
Obtf 
obdi 

f 

+***, 

+ r £«” 

\ 

3 c 2 e 



3 ed- 



abi 

ach 

2dg 

»/ 

3 b*h 

bbcg 
6 bdf 

ibi 2 

3 C*f 
6 ede 
di 
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